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[Explications sur la décomposition d’une fraction de polyndémes en éléments simples du I* ordre|
clest-a-dire dans C : Application au calcul de la fonction « originale » d’une transformée de Laplace.

Contexte mathématique -

L’ensemble des polynémes a coefficients réels est noté R[X]

L’ensemble des polynémes & coefficients complexes est noté C [X]

Ces explications sont dans le cadre du chapitre «Transformation de Laplace», nous allons uniquement évoquer le cas de
polynémes de (C[X] (qui inclut le cas des polyndmes de R[X] en les considérant avec X € C)

Ce document explique uniquement la décomposition d’une fraction en éléments simples du 1* ordre

A) Factorisation

Factorisation : Exemple n°l : Résoudre et factoriser X2 +x+1=0

Calcul du discriminant A de cette équation : A = b2 —4ac=-3cara=1letb=1etc=1

Comme A =-3 <0 pour trouver les 2 solutions complexes de cette équation, on pose A = 52 = 3i2 et on trouve & = i\/g

_-b-3 _-1-i3 _-1 .43

X1 ——1—
Les 2 solutions x| et xp de I'équation sont les 2 nombres conjugués dans C: 2a 2 2 2
“b+8 -1+iv3 -1 .3 —
Xy = = =—d41—= X1
2a 2 2 2

> [Onobtient: x> +x+1=0= (x -X )(x - xz) (expression factorisée)

Factorisation : Exemple n°2 : Résoudre et factoriser dans C : X3 =1 clest-a-dire x> —1=0
2

Comme x =1 est une racine évidente de cette équation on peut poser : x3 —-1= (x —1) (ax +bx + c)

Par « identification » , ontrouve que a =1 et b=1 et ¢ =1 et on obtient : x3 -1= (x —1)(x2 + X +1)
X0 =1
A 3 . . -1 .3
ET d'aprés I'exemple n°1 on peut conclure que I'équation Xx° —1=0 a 3 solutions qui sont : X| = 7—17
-1 .3 —
X2 =—+4+1—= Xl
2 2
> [Onobtient: x> —1= (x - 1) (x —X ) (x —Xy ) (expression factorisée
Factorisation : Exemple n°3 : Résoudre et factoriser dans C : x* +1=0
Cherchons les solutions de 1’équation x* =—1 souslaforme X = |X| elarg(x) Comme —1=¢'"  onadonc
. 4 . ] 4 |x| =1
Hee (|x| J8(%) j _ o |t hars(n) _m = o
4arg(x)=mn+2kn arg(X)=Z+kE

On peut conclure que I'équation x* +1=0 a 4 solutions dans C qui sont :

Y
Q) 2 A2
k=0:>x0:e 4 = X0:£+i£
2 2
. T T . 3m
1 +) i) B )
k=1:>x1:e 4 2 = X|=¢ 4 = Xl:__+i_
2 2
. T Y
i(—+m) i(—) _
k=2=xy=e 4 = x3=e 4 = Xz:_Tz_iTszl
i (3T i % 2 2 —
k=3=x3=e 4+ 2 = x4=e 4 T OBE, Iy

> [onobtient: x* +1=(x—xq)(x=x;)(x =X, )(x—x3 ) (expression factorisée
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Factorisation : Exemple n°4 : Résoudre et factoriser dans C : xX0+x2=0ex? (x4 + 1) =0

D’aprés I'exemple n°3, on peut conclure que cette équation a 5 solutions qui sont Xq,X; ,X5 ,X3 et X4 =0

> |on obtient : x®+x? = (x —0)2 (x —Xp )(x —-X )(x —Xp ) (x —X3 ) (expression factorisée

B) Notion de fraction rationnelle de 2 polynémes

P(x)
Q(x)
ou P et Q sont des 2 polynémes de R[X] ou de C[X] (et qui est définie quand Q(x) #0)

On appelle fraction rationnelle toute fonction f définie par une relation de la forme f(x) =

Remarque : Pour décomposer une fraction rationnelle en éléments simples quand on a deg(P) > deg(Q) , il est nécessaire de
faire au préalable une division euclidienne (voir explications ci-dessous) pour calculer « la partie entiere et le reste »

C) Notion de division euclidienne de 2 polynémes (K représente R ou C)

Soit P et @ 2 polynémes de K[ X |, il existe un unique couple (E , R) de polynémes de K[ X ] tel que :

P = EQ + R avec deg(R) < deg(Q) (algorithme analogue a la division euclidienne dans I'ensemble N des entiers naturels)

Exemple : Effectuons la division euclidienne de P(x) = —5x5 + 2x3 - x2 +x—1 par Q(x)= x3 + 5x2 +5x-5
Division euclidienne posée
-
p= 55 253 2 e .| Q=x"+Ex"+Ex-5
5 4 3 oo
. +Ex +25x +25x 25 T, PSR
= +25x% +27x° -26w? ¢ =il
-25% Q 254 -125x° -125x° +125x
= -98x3 -151x% +126x =il
e +0Ex" +490x7 +490x -490
R= +339x2 +616x -401
On obtient :

S 4250 wP -1 = (-5x2+25x-98)(x +5x°+5x-5) + 339x7+616x-491

5D 3_.2, 2 3
clest-a-dire: si Q(x) #0: f(x)= X" +2x 5 XTax-l = —SX2 +25x—98+ 339x +gl6x 491
x3+5x +5x -5 x3+5x +5x -5
Conclusion : P = EQ + R avec deg(R) < deg(Q) et on obtient f(x) = Pe) =E®x)+ R() quand Q(x)#0
Q(x) Q(x)
R(x)

ET on peut alors décomposer en éléments simples la fraction g(x) = aprés avoir factorisé le polynéme Q

Q(x)

R(X; avec deg(R) < deg(Q)
X

D) Décomposition _en éléments simples du 1" ordre de la fraction : g(x) =

avec X{,X2,....,Xxp€ Coua R etavec nj+np+...+np =N
La décomposition en éléments simples du 1 ordre est :
R(x) a b C d e f
g(x) = ) = + 5 s o R e
(x=x;)  (x-x;) (x—x;) (x=x3)  (x=x3) (x—x3)

ouab,...c,... f, ... sontdes nombres complexes (il existe différentes techniques pour trouver la valeur de ces nombres.....)
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Exemple
2 2 V(2 2P (2 2) 2 2 2
Y(p)z—ZCOmme(p +4) :[p —4ij :(p —(2i)j —((p+20)(p-20))% = (p+ 202 (p-20)
p2+4
Puis on doit calculer les nombres complexes a,b,c et d tels
b c d
queY(p)= a + + +

(p+2i)  (p+2)* (p-2) (p-2i)

E) Application : Résolution d’une équation différentielle :

Soit y une fonction causale. Résoudre 'équation différentielle linéaire : y'(t) — y(t) = (et —t+ 1) U(t)  équation (E)
en appliquant « la transformations de Laplace , |a solution recherchée doit vérifier la condition initiale : y(0+) =0

En appliquant la linéarité de la transformée de Laplace aux 2 membres de I'équation (E) on obtient :

Z{y0-yw}=L{(e' -1+1)uw)
Ly w)- Ay} =L{vw)- Z{uw}+ Luw}
Posons =.g{y(t)} =Y(p) , d’apres une formule du cours on sait que : =,g{y'(t)} =pY(p)— y(0+)

1
Comme on a également : =.g{etU(‘[)} =

_F
1
Z{umt=—
p
1
Z{uw}=—
p
1 1 1
L"équation (E) s’écrit: pY(p)— y(OJr ) -Y(p)=—- -—t=
p-1 p~ p
1 1 1
Comme y(0+)=00n obtient Y(p)(p—l)=L—L2+l donc Y(p)= =3 +
p-1 p> p (p-1° p*(p-1) p(p-1)
1 2 9 9 1 2 9
Décomposition en éléments simples des fractions : 3 ——+—2+ et =—+
p’(p-1) p p* p-1 plp-1) p p-1
1 A1, 1
o *(p-1) p p* p-l
Par identification, on trouve que | | |
=4 —

1 -1 -1 1 -1 1
Donc Y(p)= | =ttt |t —t——
(p-1* Lp p* p-1) (p p-l

Donc Y(p) =

-1 -1 -1
Comme y(t)= & {Y(p)} et que & ( ! )2 = tetU(t) et que & {%} =tU(t)
p-1

On obtient
y(t) = te' U(t) + tU(t) < y(t) = t(l +et )U(t)

Conclusion : la fonction causale | y(t) = t(l +e! )U(t) est la solution de 1’équation différentielle (E) telle que

y(01)=0
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F) Remarque :
Exemple d'une décomposition en éléments simples d’une fraction de IR{[X] qui a des «racines simples» dans C

Soit la fraction

X3+1

3

Le polyndme P(x)=x"+1 a 1 racine réelle et 2 racines complexes conjuguées

On peut décomposer cette fraction (en la considérant comme étant une fraction sur C [X] ) en éléments simples du

1 ordre :

1) Factorisons le polyndme x> + Lsur C[X]

. T . T
i -i =
On obtient : x3+1=(x+1) x—e 3 ||x—e 3

1
2) Décomposons la fraction 3 en éléments simples sur C [X]
x”+1
L.
| 1175 13
On obtient : = 3 .3 +-3
x> +1 x+1 iz -i -k
x—e 3 x-e
L o
e 3 e 3 -x+2
Comme + =
i n -1 n x“—x+1

1 1
. 13 SxE2) ! 2-x
On obtient : 3 = + > c'est-a-dire 3 = +
x> +1 X+l x%_x+1 x>+ 3(x+1) 3(x2—x+1)

Cette expression est la décomposition en éléments simples de la fraction sur R [X]

X3+1

» avec un élément simple de premiére espece (« du premier ordre »)

» etun élément simple de seconde espece (« du second ordre »)



