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ISéries de Fourier|
Les séries de Fourier, objet de se chapitre. 1l sagit de décomposer un signal périodique ¢ de
période 21 en la somme d'harmoniques de la forme cos(nx) ou sin(nx). Sous certaines hypothéses,
ona:

Procéde de décomposition :

s ~In

l o(x)cosnxdx, b, =% l o x)sinmcdx

o ik J

dy =

=R

Procédé de reconstitution ;

Ofx}=%+z a, cosnx + 2 b, sinnx

» _superposition de signaux sinusoidaux : onde principale avec ses «harmoniques»

VAVAVAN

MWWY = el
MMM

» Généralisation :

1. f(x)=A, sin(nx +0, ) est une fonction périodique de période T = 2 d’amplitude A, et de phase ¢, .
n

En développant I'expression, on obtient : A, sin(nx + ¢, ) =a, cos(nx)+b, sin(nx)

avec a, =A,sin¢, et b, =A, cosd, (A, =«[a% +bI21 et tan ¢, :b_n )
ap
N
2. Lafonction Sy (x)= Z A, sin (nx +0, ) est une fonction périodique de période T =27
n=0
N
En développant on a une somme partielle d’une série de Fourrier Sy (x) =ap+ Z ancos(nx) +b,, sin (nx)
n=1
N
. . . P ‘- 21
3. Lafonction Sy (x)= Z A, sin (n ox +0, ) est une fonction périodique de période T=-—"—
n=0 ®
N
En développant on aSy (x) =ag + Z apcos(n®x)+b, sin(nwx) (somme partielle série de Fourrier)
n=1

» OQuelques calculs a connaitre (et a savoir redémontrer)

1. Soit f une fonction réelle continue par morceau (cpm) et périodique de période T

a+T T ES
[ flz)dzr = [ flz)dr = [ flz)dr =---
J0 o S

Ja

T
2. Si festune fonction cpm et impaire de période T =21 alors I f(x)dx=0
-7
T T
Si fest une fonction cpm et paire de période T=2n  alors J. f(x)dx = 2.'-0 f(x)dx
-7

3. Quelques calculs d’intégrales a connaitre..... :

e

0 sin

hls

[ cos{nz)sin(kr) dr = ()

[ cos nrcos kr dr = )
T sin=k Jox

Il
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0 sln
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[ sinnrsinkrdr =

|
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T sln=
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1. Formaules : Calcul des coefficients de la série de Fourrier « associée a une fonction »
Soit f une fonction réelle continue par morceau (cpm) et périodique de période T =27, «la série de Fourrier
1 rm
ag=—1| f(x)dx
2n Y-

. - . 1 m
associée a cette fonction» est la sérieag + z a,cos (nx) +b,, sin (nx) telle que :ya, =— j f(x) cos (nx)dx
TTI-1
n=1

1 ¢m .
bn:E _nf(x) s1n(nx)dx

. S . (o ‘o 21
Soit f une fonction réelle continue par morceau (cpm) et périodique de période T = —, «la série de Fourrier
()

1 rm
ap —E j—nf(X) dx

. - . 1w
associée a cette fonction» est la sérieag + z a,cos (nx) +b,, sin (nx) telle que :ya, =— j f(x) cos(n (Dx)dx
T/
n=1

1 ¢m .
b, =;J._nf(x) s1n(n0)x)dx

Exemple : Soit f la fonction réelle «créneau», impaire de période T =27 et d’amplitude 1

f(x)=1 si 0<x<m |
Cette fonction est définie par (x) 1 x >
f(x)=—1 si T1<x<2W |

ag=0 ag=a, =0
Et on obtient par les calculs : a,=0 = by, =0
2 4
b, =—(1—-cos(nn b =
n nmn ( ( )) 2k+1 (21( +1)TC

«TRACONS CE CALCUL » : Tragons la représentation graphique de la fonction f et celle de la fonction définie
K
par la somme partielle de la série de Fourier: Sg (x) =a, + Zancos(nx)+bn sin(nx)quand K=1.K=5, K=11 et K=49

n=1

« Une analyse » de ces 4 représentations graphiques
permet de poser plusieurs questions :

Question n°1

Quelles sont les conditions pour qu’une série de Fourrier
converge ??

b o TR k=1

Question n°2
Pour quelles valeurs de X , a-t-on

o0 4 .
f(x)= nz:lmSln((Zn‘Fl)X) 2?

Question n°3 :

Que se passe-t-il aux points out la fonction est
discontinue ??

La fonction f est discontinue en X =T

Etona: f(n )=1 et f(n")=-1

(o) 4 )
‘IL—---"" . | k=49 Ainsi que : ZWSIH((2H + 1) TC) =0
=l n T
o - (convergence «simple» et phénomene de Gibbs)

Bl — -
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Théoreme de DIRICHLET
Soit f une fonction réelle cpm (abréviation : lire le commentaire (*) en page 4) et périodique de période T =2xn

Si la courbe y=f(x) admet en tout point une Y2 tangente a gauche et une ¥ tangente 2 droite ( ¥2 tangentes non
verticales ) alors la série de Fourier relative a cette fonction converge simplement en tout point et on a :

- , 1(. -
VxeR ap+ Z a,cos (nX) +b, s1n(nx) = E(f(x )+ f(x+)) (notion de convergence «simple» d’une série)

n=1

Remarques :
» Si,enx, festcontinue et est dérivable & gauche et a droite alors comme f(x )= f(X+) ona:

(o)
ag+ Zancos(nx) + by, sin(nx) =f(x)
n=l
» Dans le théoreme de Dirichlet, la fonction dérivée f ¢ doit étre également « au moins » une fonction cpm

On dit également que la fonction f doit étre « au moins » de classe c! par morceaux

Exemple : Reprenons la fonction réelle «créneau», impaire de période T =2x et d’amplitude 1

six=0 iL sin((2K +1)0) == (FO) +£(0%)) =0
Z(2k+1)n 2

vxe [0, a] z—(ijl)n sin((2k +1)%) = (X) =Locecccrrrvrreernnnns

« DIRICHLET » permet d’écrire que :

ixen St ~ YNyt =
six=m 1(2_1(2k+1)7t sin((2k +1)7) 2(f(7t )+ (@) =0

- 4
vxe |r, 27| —————sin((2k+1)x) =f(x) = Looeeeccuun
kzz‘i(zkﬂ)n

2. Formule de PARSEVAL
Soit f une fonction réelle cpm et périodique de période T =2m alorsona:

o 2 2
1 (27 +b o+T
EIO fz(t)dt = a(z) + Z%Tn (ou %Ia £2(t)dt pour une fonction de période T)
n=l

Remarque :
En utilisant la formule "™ = cos (nx) +isin (nx)
einx te inx co =
Cos(nx) =
2 , a, —ib,
ona: ) . (formules d’Euler) et en posant =
nx _ ,=inx 2
szn(nx)zz—i _a,+ib, —
c_,= —5 - c,
ona:
ay + Zancos(nx) +b, sin(nx) = z c,e™ =cyt+ce ™ e +c e +e,el
n=l n=—oco
1 r2n _
Et ¢, :—j f(t) e " Xdx
21 70
o Py
et la formule de PARSEVAL s’écrit : Z (o =—J. f=(t)dt
2n 70

n=—oco
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Exemple :
Soit f la fonction 27 -périodique définie par : VX € [0 ; 271:[ f(x)=x

4

La fonction f est une fonction réelle continue par morceau (cpm), on peut donc appliquer la formule de Parseval :

f g jzan(t)dt 1
Cpl =—
" 2mdo M
n=—oo
o0 2
Calculons z Ch
n=—oo
2
1 (on 1| x?
1. Calculde ¢y : cg=— xdx=—|—| =7
21 70 21| 2
2. Calculde ¢, pour n#0 :
1 o . 1 e—inx 2n 1 Zne—inx 1 1 e-il’lX 2n 1
cp=—1_ xe"Mdx=—/x— - — dx=——— -1
2w Y0 21 —in 0 2’0  —in n 2| —p? 0 n
+oco 2 +oo 2 2 +oo 2 +o0 1 2 2 +o0 12 ’ +oo 1
On a donc : cy|l = ‘C_ +‘C‘ + > lcy =) |—| T+ ) |- =n"+2) —
4 n 2 n 0 Z n Z “n | | Z n an
n=-—oo n=l1 n=l n=l n=l n=l1
1 2n 2
Calculons —J. fo(t)dt :
2170
1 2 1 (2 18T 4
T L t T
3. Calculde: —j fz(t)dt=—J. 2dt=| —— =—
2m 0 2170 21 3 0 3
oo 2
e I . ., . 2 1 4=
L’égalité de Parseval (1) appliquée a cette fonction donne donc le résultat suivant : T +22—2=—
n=111 3
oo 2
: ; R 1 =
Ce qui permet de retrouver le résultat « tres connu » : 2—2 = ?
n=111

Exercice similaire a faire .... :
oo 4

1 =

Montrer que — =
2 70

en appliquant 1’égalité de Parseval a la fonction g 27 -périodique définie par : VX € [0 ; 2TE[ g(x)= x2

(*) Commentaire
Une fonction f est continue par morceau (abréviation cpm) sur un intervalle IC R si elle admet un nombre fini
(ou dénombrable) de discontinuité de 1 espece (avec une limite & gauche et une limite a droite)

Propriété de I’intégrale d’une fonction cpm :
2 fonctions fetg cpm sur [a,b] c R sont « presque toujours égales » si elle sont égales « presque partout »,

b b
c'est-a-dire si elle sont égales sauf en un nombre fini de points sur [a,b] ....Etona: j f(t)dt :j g(t) dt
a a

Remarque :
« presque toujours égales » est un « opérateur mathématique » qui permet de définir un produit scalaire malgré
qu’un axiome du produit scalaire ne soit pas vérifié....d ou le concept mathématique : « presque toujours égale a 0 »



