SESSION 2005

BREVET DIE MECHNICHEN SUPERIEUR

SPECIALITES COEF. IDUREE
CONTROLE INDUSTRIEL. ET REGULATION AUTOMATIQUE 2 3
ELECTRONIQUE 2 3
ELECTROTECHNIQUE 1 3
GENIE OPTIQUE 3 3
TECHNIQUES PHYSIQUES POUR L'INDUSTRIE ET LE LABORATOIRE | , 3

MATHEMATIQUES

Le sujet comprend 4 pages, numérotées de 1/4 a 4/4.
Le formulaire officiel de mathématiques est joint au sujet.
Il comprend 7 pages, numérotées de 1a 7.

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part
importante dans l'appréciation des copies.
L'usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques est autorisé.

Code sujet : MATGRAT1
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MATGRA1

4.

EXERCICE 1 (9 points)

Soit la fonction numérique g définie sur [ 0;n | par g(r) = (l +cos’ t)sin2 t.
a) Montrer que g'(r) = 4sinf cos’¢.
b) En déduire les variations de g sur [O ;T ]

Soit la fonction numérique f définie sur R, paire, périodique de période 1 telle que :

f(t)=l—z' si 0<t<r
2 N 3 1
{ ou t est un nombre réel tel que O<r<5.

fO=-1 si rStSE

. . 1
a) Uniquement dans cette question, on prendra 7 = re

Représenter la fonction f sur I’intervalle [——1 ;1 ] dans un repére orthonormal.
b) On admet que la fonction f satisfait aux conditions de Dirichlet.

Soit S le développement en série de Fourier associé a la fonction f.
Montrer que :

S(f) = Zﬁsin(z nnr)cos(2nmt).

n=l

On décide de ne conserver que les harmoniques de rang inférieur ou égal 4 2.
Soit la fonction numérique / définie sur R par :

h(t) = lsin(21tr) cos(2nt) + zisin(4m') cos(4nt).
T 13

On désigne par E f le carré de la valeur efficace de A sur une période.

a) A I’aide de la formule de Parseval, déterminer E 2.

b) Montrer que E,f = 21 g2(2nr7).

n2

Déterminer la valeur de t rendant E} maximal.
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EXERCICE 2 (11 points)
L'exercice est composé de deux parties qui peuvent se traiter de facon indépendante.

Partie A

Un embrayage vient appliquer, 4 I’instant = 0, un couple résistant constant sur un moteur dont la
vitesse a vide est de 150 rad/s.
On note w(t) la vitesse de rotation du moteur a I’instant 7.

La fonction @ est solution de ’équation différentielle : ﬁ Yy () +y@)=146 (D),

ou y désigne une fonction dérivable de la variable réelle positive .

1. a) Déterminer la solution générale de I’équation différentielle (1).
On cherchera une solution particuliére constante.

b) Sachant que »(0) =150, montrer que w(¢) =146 + 4¢™2®°* pour tout 7 € [0,+o0].

2. a) Onnote @, = lim w(¢) . Déterminer la perte de vitesse @(0) -, due au couple résistant.
=+

a(t) -0,
®

o«

b) On considére que la vitesse du moteur est stabilisée lorsque I'écart relatif est

inférieur a4 1% .
Calculer le temps mis par le moteur pour stabiliser sa vitesse.
On donnera la valeur exacte et la valeur arrondie au millieéme.

Partie B

La vitesse du moteur étant stabilisée, on s’intéresse dans cette deuxiéme partie a l'effet d’une
perturbation y du couple résistant sur la vitesse de rotation du moteur.

Onnote f(¢) la différence, & I’instant ¢, entre la vitesse perturbée du moteur et sa vitesse stabilisée.
La fonction fest solution de ’équation différentielle :

'ﬁf O+ ) =) avec f(0")=0 2)

On admet que la fonction f posséde une transformée de Laplace notée F .
La fonction » est définie par y(¢)=K [U OH-U (t—r)] ou 7 et K sont des réels strictement
positifs caractérisant la perturbation et U est la fonction échelon unité (U(£) = 0 si t < 0 et Ui =1

sit>0).
1. a) Représenter la fonction ¥ pour 7 =0,005et K =0,2.

b) Déterminer, en fonction de 7 et X, la transformée de Laplace /I~ de la fonction y .

2. Enappliquant la transformation de Laplace aux deux membres de 1’équation différentielle (2),
déterminer F(p).
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3. a) Déterminer les réels a et b tels que 200 =

2
p(p+200) p p+200

pour tout réel p strictement

positif.

b) En déduire l'original fde la fonction F . On vérifiera notamment que :

F@6)y=k(1-e2) si te[0,7]
f(t)=K(e2°°’ —l)e_zoo’ site [2’,+oo[ '

¢} Donner le sens de variation de la fonction f sur chacun des intervalles [0, 7] et [7,+o].
Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de ces deux intervalles.

d) Représenter la fonction f pour 7 =0,005et K =0,2.
On pourra tracer les courbes représentatives des fonctions y et fdans le méme repére.
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ELECTROTECHNIQUE

GENIE OPTIQUE
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIQONNELLES
In(ab)=Ina+Inb, oha>0eth>0 cosacosh =%[cos(a+b)+cos(a—b)]
exp(a+b) =expaxexpb

! _ollna sinasinb=%[cos(a—b)—cos(a+b)]

a ,onag>0

a _ alnt . . Iy. .

t7=e” ,0ur>0 smacosb=§[sm(a+b)+sm(a—b)]
cos(a + b)=cosacosb - sinasinb

. . . e =cost+isint

sin(a + b) =sinacosh + cosasin b

2 2 cost =l(ei' +e_i')
cos(2f) =2cos“t—1=1—2sin“¢ 2

in (2t) =2sintcos! T

sin (2¢) = 2sinzcos sint=51_—(c"—e ,,)

sinp+sinq=28inp+qcosp——‘l R I N o '_"_ AT
2 2 ‘ - et =e (cos(ﬁt)+1,sm>(ﬁt)),oﬁa=a+1,3

sin p—sing = 2sin2=% cos 24 S S e e Ll
2 2

cosp+cosqg = 2cos 259 cos 24
2 2

cosp-cosq=——25iinwsinp~2_—q

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comportement & l'origine

lim Int=+eo ; liminf =~ee

1 —>+oo0 >0

lim e =+oo ; Sia>0, lim:* =0 ; sia<0, limt% =+
{3400 1—0 t—0

lim e =0 ; . .

,_l,ri, ’ Sia>0, lim*Int=0.

-0 .
Sia>0, lim % =+ ; sia<0, lim =0
f—3+o0 {—>+400

Croissances comparées a l'infini
. e
Six>0, lim —=+o
{400 ;&
. . ns
Six>0, lim —=0
{—ytoo (&
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuyelles

f@® @) f(@) £
1 1
Int - Arcsin ¢ 3
! 1-¢
e e 1
1 Arctant —5
1% (ze R) or®” 1+¢
sin ¢ cos t e’ (ae ) ae™
cos ¢ ~sint
1
tant =1+ tan? /
cos” ¢

Opérations
+v) =u'+v’
(ku) =k’

(uv),z wvtur

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b] :

AL

d) Développements limités

12 n

t t
ef =ttt e (1)
2! n!

l 2 n . n n
S et (=1 +
117 r+1" + +( )t ts(t)

In(t+1)=1¢ e + e tooet (1) 2o
=f—_— —_ e -— [— E(t)
2 3 n

e) Equations différentielles

(vou) = (' oul’
(e“ )'= ey
’ ’
(nu) =X, 4 a valeurs strictement positives
u

a) S
(@) = au® u

Intégration par parties :

[ :u(t) V) & =l - | :u'(t) o) dt

3 5 2p+]

. t ¢ t t 2p+l

[ S SR SN 1)? p t
TR TPT ) (2p+1)! ¢()
S DL RS AT 20 2p

cost=1 it art +( I)P(zp)!ﬂ e(t)

(140)™ :1+g_’+a(a—1)[2+_ +06(Ol—1) -~(O!—n+l)tn+tn )
I 2 nl

T

Equations

Solutions sur un intervalle I

alt)x’ +blt)x=0

)= k=60 o 6 est une primitive de 1 > é(—

)
alz)

ax”+bx +cx=0
équation caractéristique :

ar2+br+c=0

de discriminant A

SiA>0, f()=A"" +pue™ ...
Sia=0, f{t)=(Ar+pu)e”

Sia<0, flt)=[r cos(B )+ usin(B1)Je®" on n =a+iff et », = —if sont les racines

ol # et r, sont les racines de 1'équation caractéristique

ou r est la racine double de I’équation caractéristique

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T ;

développement en série de Fourier :

+oo tea
st)=ap + Z(a,, cos(rwt)+ b, sin(nwt))= zcke‘lkw’ , (ne N*, ke 7).

n=l —o0
a0 == :*T F6)de ; a, = % f a‘”"" ) costrax)dr ; b=2 | :*T 1Q) sin(er1) s
Ck =%J.a+Tf(t)e"ik°"dt (ke Z); cog=aq; Tn = n ib".= [  Gntiby ¢ (ne ]N*)-
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
F@)=— )= #ra)-—" meNy
p
Plea())= S L)) = — o el
Proprietés
&
/—\
MUK (f) F(p)
\____/
3)—1
@)Ul a0 éF(—s)
fe-t)U-7) F(p)e™P
F@) e ) F(p+a)
f)a) pF(p)-F(0%)
Fr0@) PPF(p)-p (0= f'(0%)
=1 f() u) F'(p)
I;f(zl) U(u) du E}(;&)
Formulaire de mathématiques -4 -
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5. TRANSFORMATION EN Z

Signal causal

n x(n) pourne IN

Transformée en Z

z > (Zx)(2)
e(n)= (Ze)(z) =
z—
d0) =1 _

{d(n) =0sin%0 @)z =1
r(n)=n @)z)= G _zl)z
c(n)= n? (2c)(2) e+ 13)

z-1)
f(m)y=a", ae R~ {0} (Zf)(z):—_—
¥n)=a"x(n), ae R - {0} @)= = (Zx)(f)
wn) = x(n—no), (n—ng)e N
ou (@y)(z) =z (Zx)(2)

¥(n) = x{n—ny )e(n - ngy)

y(ny=x{n+ny), nye N

k-

(Zy)z)y=z" [(Zx)(z) ~x(0) - )c(l)z—l - ,\:(2)2_:Z o= x(np — l)z"("0 _1)]
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6. PROBABILITES

a) Loi binomiale P(X = k)= Cﬁpkq"_k ol Cﬁ = —kT(:—|k—)—' ; E(X) =np ; o(x)= J;p—q
b) Loi de Poisson
g 2| a2 03 0,4 0,5 0,6
P(X=k)= e_]:'_— 0 08187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488
. 1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293
E(X)= A 2 0,0164 | 0,0333 | 00536 | 0,0758 | 0,0988
3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198
4 0,0000 | ©0,0003 | 0,007 { 0,0016 | 0,0030
V(X)=2 5 0,0000 | 0,0001 | 00002 | 00004
6 0,0000 | o,0000 | 0,0000
| 1 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 9.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
no | 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 _ 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 0.001
22 0.000
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¢) Loinormale

2
X

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x) = 72——6 2
s

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N (0,1)

H(t)=P(T5t)=J-_;f(x)dx

L4 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,5120 0,516 0 09,5199 0,523 9 0,5279 0,531 9 0,5359

0,1 0,539 8 0,543 8 0,547 8 06,5517 0,555 7 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 0,579 3 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 6,602 6 0,606 4 0,610 3 0,614 1
0,3 0,617 9 0,621 7 0,625 5 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,651 7
0,4 0,6554 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,691 5 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 07123 0,715 7 0,719 0 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 0,7324 0,735 7 0,7389 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 | 0,7580 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
0,8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 0,807 8 0,810 6 0,8133
0,9 0,8159 0,818 6 0,8212 0,8238 0,825 4 0,828 9 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,838 9

1,0 0,841 3 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 0,855 4 0,857 7 0,859 9 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 S 0,868 6 0,370 8 0,8729 0,874 9 0,8770 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,8907 0,892 5 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 0,901 5
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 0,9115 09131 09147 0,916 2 0,917 7
1.4 0,919 2 0,920 7 0,9222 0,923 6 0,925 1 0,926 5 0,9279 0,929 2 0,930 6 0,931 9
1,5 0,933 2 0,934 5 06,9357 0,9370 0,938 2 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 09,9452 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 09515 0,952 5 08,9535 0,954 5
1,7 0,955 4 0,956 4 09573 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1.8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 0,971 3 09719 0,972 6 0,973 2 0,973 8 0,974 4 0,9750 0,975 6 0,976 1 8,976 7

2,0 0,9772 09779 0,978 3 0,978 8 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 0,9821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,9850 0,985 4 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 0,989 3 6,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,991 3 0,991 6
24 0,991 8 0,992 0 0,992 2 0,992 5 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 0,9952
2,6 0,995 3 0,995 5 0,995 6 0,995 7 0,9959 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,997 3 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 0,997 8 0,997 9 0,997 9 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

' 3,0 3.1 32 3.3 34 3,5 3,6 3,8 4,0 4,5

10 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TI{-+)=1-T1(r)
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