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MATGRA2

Exercice 1 (9 points)

Le but de cet exercice est d’établir, avec un minimum de calculs, le développement en série de
Fourier de fonctions périodiques rencontrées en électricité.

1. On considére un entier naturel # strictement positif. Montrer que :

1 cos(nm)—1
I t cos(nme)dr = ’_(ET)_
0 nT
. . [ cos(nm
Pour la suite de I’exercice, on admet que : t sin(nmt)dt =— ( -
d 0 nm

2. On considére la fonction f définie sur R, périodique de période 2, telle que :
Sf(@)=t sur [0;1]
f(@)=0sur [1;2]

a) En utilisant le document réponse n°l, a rendre avec la copie, tracer la courbe C,

représentative de la fonction f sur I’intervalle [ -4;4 ]

b) Onappelle S, la série de Fourier associée a la fonction /.

On note S,(¢) = a, +Z[ a,cos(nmt)+b, sin(nnt) ] .

n=1

Calculer a,,.

Donner les valeurs des coefficients a, et b, et en déduire que :

_ 1 G| cos(nm) —1
S/(t)—4+2[ n? 1’

n=l|

cos(nmt) —Msin(nm) }
nn

¢) Calculer le carré de la valeur efficace de la fonction f, défini par ,ue/fz = % Jj [f (t)] 2dr

d) Recopier et compléter, avec les valeurs exactes, le tableau suivant :

n 1 2 3

¢) Donner une valeur approchée a 10~ prés du nombre réel 4 défini par :
13
(102 + 2 ;(an2 + bnz)

2
,ueﬁ"

A=

3. Soit g la fonction définie sur R, périodique de période 2, dont la courbe représentative C . €st

tracée sur I'intervalle [-4;4 ] dans le document réponse n°1.
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MATGRA2
On admet que le développement en série de Fourier S, associ¢ 4 la fonction g, est défini par :
S, )=S,(-1).
Justifier que :

Sg(t):iﬂtz S———cos(nmt)+ sin(nnt)}
T

n=1

| cos(nm)—1 cos(nm)
nn

4. Soit h et k les fonctions définies sur R, périodiques de période 2, telles que :
h(t) = f(t)+ g(t) et k(t) = f(t) — g(¢) pour tout nombre réel ¢.

a) Sur le document réponse n° 1, a rendre avec la copie, tracer les courbes C, et C,

représentatives des fonctions 4 et k sur lintervalle [ —4;4].

b) On admet que les développements en série de Fourier S, et S, associés respectivement aux
fonctions 4 et k, sont définis par :

Sy =S, ()+S,(t) et S,(1)=5,(5)-S,(0).

Déterminer les coefficients de Fourier associés respectivement aux fonctions 4 et 4.
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MATGRA2
Exercice 2 (11 points)
Dans cet exercice, on étudie un systeme « entrée-sortie ».

La partie A permet de déterminer la réponse a l’échelon unité.
Les parties B et C permettent d’étudier les perturbations résultant d’une coupure de 0,1 seconde.

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :
U(@)=0 sit<0
U@)=1 sit>0

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur Pintervalle ] -00;0 [ .

Partie A :

On considere la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel ¢ :
{
s, (e)+ Io s, (u)du = U(t).

On note S| la transformée de Laplace de la fonction s,.

1. Montrer que S,(p) = L
p+l1

2. En déduire s,(f) pour tout nombre réel ¢.
La courbe représentative de la fonction s, est donnée par la figure 1 du document réponse n°2.

Partie B :

On considere la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel ¢ :
s, (e)+ _[O’SZ (u)du = U(t)—U(t ~1).

On note S, la transformée de Laplace de la fonction s, .

1. Représenter graphiquement la fonction e, définie sur I’ensemble des nombres réels par :
e,()=U@)-U(t-1).
2. Déterminer S,(p).

3. a) Endéduire s,(r) pour tout nombre réel ¢ .
b) Justifier que :
5,(1)=0 si <0

s,(t)=¢" si 0<r<1
s,(H)=-e"(e~1) si (>1

4. Etablir le sens de variation de la fonction s, sur l'intervalle |1;+o0 [

5. Calculer s, (1" ) -5, (1‘) .

&

On appelle C, la courbe représentative de la fonction s, .
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MATGRA2

a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

t 1 1,1 1,5 2 2.5
5,(1)

Les résultats seront donnés a 1072 prés.

b) Compléter le tracé la courbe C, sur la figure 2 du document réponse n°2, a rendre avec
la copie.

Partie C :
On considere la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel ¢ :

50+ [ 53)du=U()-Ult-1)+U(e-11).

1. Soit la fonction e, définie sur I’ensemble des nombres réels par :
e,(N=U0)-U(-1)+U(-1}).

a) Montrer que e, (f) = e, () pour tout nombre réel ¢ appartenant a l'intervalle ]— 00; 1,1 [
b) Déterminer e,(¢) pour £ >11.
¢) Représenter graphiquement la fonction e, .

Pour la suite, on admet que :
{s3(t)zsz(t) sit<l,1

s()=e” (1—e+e”) sir=11.
2. Etablir le sens de variation de la fonction s, sur l'intervalle JL1 4],
3. Calculer s, (1,1*)—s3(1,1').

4. Onappelle C; la courbe représentative de la fonction s,.

a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

- ¢ 1,717 i 771,5 | 2 o | ”27,5

o ; a
Les résultats seront donnés a 107> pres.

b) Compléter le tracé de la courbe C, sur la figure 3 du document réponse n°2, a rendre
avec la copie.
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MATGRA2

Document réponse n° 1, a rendre avec la copie (exercice 1)

Figure 1 : représentation de la fonction f

T4 T s T2 R 1 2 3
-1
Figure 2 : représentation de la fonction g
b 3 T3 ; ) >
-1 -
Figure 3 : représentation de la fonction &
1--
i
4 3 2 4 . 1 T2 s s
=k
Figure 4 : représentation de la fonction k
14
|
-4 3 o 2 ) -;1-—‘*“ ‘ o 1 . B ? 7 ‘I.iiA ' mﬂw;W#Wﬂﬂ
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MATGRA2

Document réponse n°2, a rendre avec la copie (exercice 2)

Figure 1 : représentation de la fonction s,

Figure 2 : représentation de la fonction s, a compléter

Figure 3 : représentation de la fonction s; a compléter
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=Ina+Inb, ola>0etb>0
exp(a+b) =expaxexpb

a =% oua>0

1% =e®M our>0
cos(a + b) =cosacosh —sinasinb

sin(a + b) =sinacosb +cosasinb
cos(2¢) =2cos® t—1=1—2sin*¢
sin (2f) = 2sintcos?

p*q

sin p+sing = 2sin—2—cos£-_—q

2
rtq
2
P-4
2
£Z4
2

cOos

Sinp—sinqusinp;q

cos

+
COSp+COSq:20()S‘D2q

sin

cosp—cosq=—2sinp;q

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a 'infini

lim Inz=+oo ;
oo

lim e’ = +oo ;

t— 400

lim e =0 ;

[—y—oa

Sia>0, lm %= io ; sig<0. lim t*=0
{—>+oo t—>+o0

Croissances comparées a l'infini
. ¢!
lim ——=+oo

Sia>0,
{3400 &
ol
Sia>0, lim =9
{300

Formulaire de mathématiques

casacosb =%[cos(a+b)+cos(a—b)]

singsin b :%[cos(a——b)—cos(a+b)]

sinacosbh =%[sin(a+b)+sin(a—b)]

¢! =cost +isint
1 . i
cost=—(e"+e ")
2
smt=—,(e"~e ")
2i .
. N3 1 Ve

et = e“‘r(cos(.ﬁ“t)"'i«sin(@’)); oha=o+ iB

Comportement a l 'origine

lim Inf = ~co
10
Sia>0, im:*=0; sia<0, im:%® =+e
t—0 10
Sig>0 lim*int=0.
i—0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

F(@) £ S G
1 1
In¢ - Arcsin? )
d 1-¢
e e’ 1
Arctan? 2
% (ae R) o 1+1
sin ¢ cos ¢t e” (ae C) ae”
cos ¢ ~sint
_ 2
tant =1+tan“¢
cos” ¢
Opérations cg,_g
z , a-* ;J
(u+v) =u +v (vou):(v’ou)u' "' g
’ .o O
=K ’ QO -
(ku) = ku ()= & B
) = u'v+ v , 3R
Y " (Inu) =% 4 a valeurs strictement positives Q :E
) " 35
¢ , . (ua )’=aua_1 u’ ~ M
uy_uv-uv oNw)
)" 5
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur {a, b} : Intégration par parties :
1 ¢b b, b,
—— [ r() ar [Cute) ) ar = b))l - [ "ue) vle) a
b—ada a a a
d) Développements limités
2 " 3 5 2p
e =1+l vl we () sinr=— -+ 1) +12P e ()
12 n! 13t st (2p+1)!
1 5 24 2p
1—+—;:]—t+t ot 1) 4" () cost:1~%+,~l+ +(=1) d '+t2p8(t)
20 4! 2p)
20 n-1" o  ale—1) » afo—1)---(e—n+1)
lﬂ(1+1):f—7+?+'“+(*1) PR e (¢) (1+1)°‘:1+#'t+ T - 1" 1" g(t)

e) Egquations différentielles

auleuo’ 18 30BS|Y SINCI G/

d'add

Equations

Solutions sur un intervalle I

alt) x'+ bty x=0

b(r)

al)

flt)= ke_G(t) ot G est une primitive de ¢ —>

ax” +bx" +ex =0

arl +brtc=0

de discriminant A

¢quation caractéristique :

Sia>0, flt)= A" +ue™
Sia=0, f(t) = (/”tt + p)e” ou # est la racine double de ’équation caractéristique

SiA<0, f{t)=[Acos(Br)+ wsin{B)c* ot r, = a+if et r, =x—iff sont les racines

ol # et r, sont les racines de I’équation caractéristique

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T';

développement en série de Fourier :
+oo

s(t): ag + Z(an cos(nwt)+ b, sin(na)t)): Eckeikw[ , (ne ]N*, ke 7).
n=1 —oo
ag =—;—ja+r f(t)dt ; a, :%J.GMT F(r) cos(rant)dt ; b, :%J:HT () sin(nowt)dt
Cp =‘711—JHTf(t)e_.‘kwrdt (ke Z); co=ag ; iﬁiﬂzcn ; E’ljy—il—)l—-:c_,l (ne IN).
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
@)=L @)= ; )= "= nelN)
14 p’ P
eleaa)= L Plinlo)U() = —2—  : Lleoslw)U)=—E .
pta p tw p-t+w
Propriétés
¥
Ox70 O Fip)
p!
flaut) a>0 l[:(ﬁ)
e \a
fle=t)a(-r) F(p)e™™P
Sy e™ Al) Fp+a)
f0)(@) pF(p)- 10"
SO pFE(p)—p f(O") =07
—1 /) U() F'(p)
[ ) ) an )
0 P
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5. TRANSFORMATION EN Z

Signal causal

Transformée en Z

n> x(n) pourne IN z > (Zx)(2)
e(m =1 (Ze)z) = ——
d) =1
=1
{d(n) ~0sin#0 (2d)z)
r(m=n (@r)(z) = (Z_—ZF
1
c(n)= n’ (Zc)z) = (Zz(z—_:)!
fy=a", ac R~ {0} @ Nz)=——

ou

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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6. PROBABILITES

nt

a) Loibinomiale P(X =k)= Chpkgn* oo Ck= T . E(X)=np; o{X)= M
b) Loi de Poisson
g 2 0,2 03 0.4 05 0.6
Plx =k)= E—k'_ ) 08187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,548
1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293
E(x)= A 2 op164 | 00333 | 00536 | 0,0758 | 0,0988
3 o001 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198
4 00000 | 00003 | 00007 | 0,006 | 0,0030
r(X)= 2 5 00000 | o001 | 00002 | 00004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
| 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 | 0223 0.135 0.050 | 0.018 0.007 0.002 | 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0368 | 0335 0.271 0.149 | 0.073 0.034 0.015 | 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 | 0251 0.271 0.224 | 0.147 0.084 0.045 | 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 | 0126 0.180 0.224 | 0.195 0.140 0.080 | 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 | 0.047 0.090 0.168 | 0.195 0.176 0.134 | 0.091 0.057 0.034 | 0019
5 0.003 | 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 | 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 | 0.001 0.003 0022 | 0.060 0.104 0.138 | 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 | 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
1 0.000 | 0.002 0.008 0.023 | 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 | 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 | 0.007 0.017 0.032 0.052
15 2.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 | 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
13 0,000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 9.004
28 0.001 0.002
21 0,000 0.001
2 0.000
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"

c) Loinormale

2
X

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f (x)= TQ——e 2
R

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N(,1)

t
H(z):P(ng):j F(x)dx {')
0 ¢t
t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 9 0,508 0 0,5120 0,516 ¢ 0,519 9 0,5239 0,527 9 0,5319 90,5359
0,1 0,539 8 0,543 8 0,5478 0,5517 0,555 7 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 0,579 3 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
0,3 0,6179 0,621 7 0,6255 0,6293 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,6517
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,6915 0,695 0 0,698 5 0,7019 0,705 4 0,708 8 0,712 3 0,7157 0,719 0 0,722 4
0,6 0,7257 0,729 0 0,7324 0,7357 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,7517 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,7673 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,785 2
0.8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 0,807 8 0,810 6 0,8133
0.9 0,8159 0,818 6 0,8212 0,823 8 08254 0,828 9 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,838 9

1,0 0,841 3 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 0,855 4 0,357 7 0,859 9 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,872 9 0,874 9 0,877 0 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,892 5 0,894 4 0,896 2 0,898 ¢ 0,899 7 0,9015
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 0,9115 0,913 1 0,914 7 0,916 2 0,917 7
1,4 0,919 2 0,920 7 09222 0,923 6 0,925 1 0,926 5 0,927 9 0,929 2 0,930 6 09319
1,5 0,9332 0,934 5 0,9357 0,9370 0,938 2 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 0,945 2 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 0,9515 0,952 5 0,953 5 0,954 5
1,7 0,955 4 0,956 4 0,9573 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 0,971 3 0,971 9 0,972 6 0,9732 0,973 8 0,974 4 09750 0,975 6 0,976 1 0,976 7

2,0 0,977 2 0,977 9 0,978 3 0,978 8 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,980 38 0,981 2 0,9817
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,9850 0,9854 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
2,3 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,9913 0,991 6
2,4 0,991 8 0,992 0 0,992 2 06,9925 0,992 7 0,9929 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 0,995 2
2,6 0,995 3 0,995 5 0,995 6 0,995 7 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 6,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,997 3 0,997 4
2.8 0,997 4 6,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 0,997 8 90,9979 0,997 9 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3.0 3.1 32 33 34 35 3,6 38 4,0 4,5

T1(?) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 0,999 997

Nota : TT(—t)=1-T1{r)
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