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Exercice 1 (10 points)

Partie A

Une source émet un signal binaire composé de 0 et de 1. Lors du transport, le signal peut étre
déformé. Un 0 peut étre transformé en 1 avec une probabilité 0,1 et, de méme, un 1 peut étre
transformé en 0 avec une probabilité 0,1.

Pour toute la suite, dans une série de chiffres, on lit de gauche & droite, le premier chiffre envoyé
étant donc celui écrit le plus & gauche.

On envoie le signal 00. _

On admet que les erreurs de transmission sont des événements aléatoires indépendants les uns
des autres.

On considére les événements suivants :

e E; : « les deux chiffres sont modifiés »

o E, : « le premier chiffre est modifié mais pas le deuxieme »

e F3 : « aucun chiffre n’est modifié »

e E4: « au moins un des chiffres est modifié »

Pour chague affirmation, une seule des propositions est exacte. Le:candidat portera sur sa copie,
sans justification, le numéro de la question suivi de la réponse choisie.

Une bonne réponse rapporte 0,5 point, une réponse incorrecte ou l’absence de réponse n’en-
léve pas de point.

1. La probabilité de ’événement E est égale a :

e0,01 00,99

00,09 00,81
2. Si I’événement E; est réalisé; le-signal recu est :

o (0 (1

010 o]l

3. La probabilité de 1’événement E; est égale a :

00,10 00,81
00,09 00,90
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4. La probabilité de I’événement E3 est égale a :

00,01 0,99

0,09 00,81

5. La probabilité de I’événement E4 est égale & :

00,19 00,20
00,11 0,91
Partie B

1. On considére P'expérience aléatoire consistant & émettre une chaine-constituée de 10 fois
le chiffre 1 et & observer la chaine recue. On appelle X la variable aléatoire qui, & chaque
chaine ainsi regue, associe le nombre d’erreurs de transmission, c’est-a-dire le nombre de
0 obtenus.

On rappelle que la probabilité qu’un chiffre soit mal transmis est 0,1.

(a) On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale.
Préciser les parametres de cette loi.

(b) Calculer & 0,001 prés la probabilité qu’il y ait exactement une erreur de transmission.

(c) Montrer que la probabilité qu’il y ait/au plus‘une erreur de transmission est égale a
0,74 a 0,01 pres.
2. Estimant que la qualité des transmissions n’est pas assez bonne, les techniciens procédent
a quelques réglages afin de réduire les « bruits » & l'origine des erreurs. La probablhte
qu’un chiffre soit mal transmis devrait-ainsi étre fortement diminuée.

Effectivement, & l'issue des téglages, on constate que la proportion de chiffres mal transmis
est égale a 0,002.

(a) On appelle Y la.variable aléatoire égale au nombre de chiffres mal transmis dans une
chaine de 1000 chiffres.

On considére que la variable aléatoire ¥ suit une loi de Poisson de parametre A.
Justifier que A = 2.

(b) Calculer & 0,001 pres la probabilité qu’il y ait au moins une erreur de transmission
parmi les 1000 chiffres envoyés.

Partie C

La transmission des chiffres binaires est assurée par un signal électrique carré. Les impulsions
supérieures 3 2 volts représentent le chiffre 1, les autres le chiffre 0. Ne pouvant affiner davantage
leurs réglages, les techniciens admettent que les erreurs de transmission restantes sont dues a
un « bruit aléatoire ». Celui-ci est modélisé par un signal de tension aléatoire U, exprimeée en
volts. On admet que U suit une loi normale de moyenne 0 et d’écart type ©.
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1. Pour envoyer les chiffres 1, on envoie des impulsions de 4 volts. Ces derniéres sont modifiées
par le bruit aléatoire. La tension regue est ainsi égale & 4+U .

Dans cette question, on suppose que ¢ =0,7.

(a) Montrer que la probabilité que cette tension représente le chiffre 1 est égale a la
probabilité que U soit supérieure & —2.

(b) Calculer cette probabilité & 0,001 pres.
2. Quelle condition doit-on imposer & l'écart type ¢ pour que la proportion d’erreurs de
transmission d'un chiffre 1 soit inférieure & 0, 1%, c’est-a-dire pour que :

P(U< -2)<0,001?

Dans cette question, toute trace de recherche méme incompléte ou non aboutie sera prise
en compte.
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Exercice 2 ( 10 points)

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Le but de la partie A est de calculer le développement en série de Fourier d’une fonction pério-
dique, puis de s’intéresser & la valeur efficace de cette fonction sur une période.

Dans la partie B, il s’agit de retrouver la représentation graphique d’une fonction & partir de
son développement en série de Fourier puis de définir cette fonction.

Partie A

On considere la fonction f périodique, de période 2, définie sur I'ensemble des nombres réels
par :

f(#)=0,5t4+0,5 si —1<z<1
f(1)=0,5.
Le développement en série de Fourier de la fonction f s’écrit :
+oo
S(t)=ap+ Y, (ancos (not)+ b,sin (nws)).

n=1
1. Tracer la représentation graphique de la fonction f surlintervalle [—4; 4] en utilisant la
figure 1 du document réponse.

2. Démontrer que ap =

1
2
3. (a) Préciser la valeur de la pulsation .

(b) En utilisant une intégration par parties, calculer by.
On admet dans la suite de I’exercice que, pour tout nombre entier n supérieur ou égal & 1 :

(_l)n—l-l

b, —
" nw

4. Soit g la fonction définie pour tout nombre réel ¢ par g(z) = f(¢) —0,5.
(a) Tracer la représentation graphique de la fonction g sur la figure 2 du document
réponse.
(b) Quellepropriété de symétrie observe-t-on sur la représentation graphique de la fonc-
tion-g?
(¢).En comparant les coefficients de Fourier des fonctions f et g, montrer que a, =0

pour tout nombre entier n supérieur ou égal a 1.

5. On rappelle que la valeur efficace de la fonction f sur une période est le nombre réel
positif, noté forr, défini par :

=3 [ G0Fa

Démontrer que fesz = %
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6. On rappelle la formule de Parseval :
2 2 IS AP
Jepr=a+5 X (an+by).
n=1

On décide de calculer une valeur approchée, notée P, de Vi ofF €0 se limitant aux cing
premiers termes de la somme, c’est-a-dire :

5
P=a%+%2(a,%+bi)-
n=1

(a) Calculer une valeur approchée a 1073 preés de P, puis de ——
eff

(b) En déduire, en pourcentage, 'erreur commise quand on remplace fz‘ff par P.

Partie B
Soit % la fonction définie sur ensemble des nombres réels, périodique, de période 2, dont le
développement en série de Fourier est :

Sp(t) = %

- Foo
5 2 1) ————cos ((2p+1) 7t).
1. Déterminer la parité de la fonction 4.

2. Sur annexe sont proposées quatre représentations graphiques.
Lagquelle des quatre courbes proposées est laireprésentation graphique de la fonction A sur
intervalle [—4; 4] 7 Justifier le choix effectué.

3. Déterminer A(t) pour tout nombre réel #-appartenant 3 lintervalle [0;1].
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Annexe
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Courbe 1

Courbe 2

Courbe 4
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1.0+

0.5T

-0.55

-1.01

Figure 1 : représentation graphique de la fonction f (a compléter)

1.0+
0.5+

4 -3 -2 1 0 1 2 3 4
0.5+
1.0+

Figure 2 : représentation graphique de la fonction g (2 compléter)
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

I. RELATIONS FONCTIQONNELLES

n(ab)=lna+Inb, oia>0cth>0 c0sacosh =%[Cos(a+b)+ms(a_b)]

exp(a+Db)=expaxexph

) .
sinasinb =—[cos(a—b)—cos(a+ ) ]
a'=e'% oia>0 2[.. (a—5)

1% =e% op >0 ) sinacosb=%[Sin(a+b)+sin(a—b)]

cos(a+b)=casacosh-sinasinb )
. . . Y = cos £ +1sint
sin(a +b) =sinacosh + cosasinb

: 1 (it —-ir)
. t=—lg"te
cos(2t):=26052t~1 =1—~2sin?¢ cos 2

sin (21) = 2sin t cost . Py o
@) : smz‘=—;(e"—-e ")
i . e

i ; . Ptyq p-g s e . Lo o A T S T FUNRS I S
sin p+sim g = 2sin ~—*cos —* L T :

2 2 . 5 eli=e® cos(Bn) +isin(f1), ona = +if
srnp—smq=28mp qcosp cl o V' : "

2 - 2

—(_ —
€GOS p+c0sg = 2cos %g cos-E?ﬂ-

. ptrg . p—
oS p—cosq = ——25111-‘1—7—Zsm£~—q~

2

2, CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a} Limifes nsnefles

Comportement & linfini Comportement 4 l'origing

lim lnt=+oe ; lim Inf =—~o
r=3pos 10

lim e’ = +eo Sia>0, lim:“=0; st <0, limt% =+
£ o0 10 >0

lig e’ =0 : . )
R Y ; Sia>0 lim®lnr=0.

. ) =0 .
Siar>0, bm 1% =4ee sia<0, lim =0
1 —~3-ton - Py oo

Croissances compardes & ['infini

!
Ste>0, lim ——= 4o
f=ydoo &

. W 4. Int
Sto0, him = =0
fpen &
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b) Dérivées ef primitives

Fanctions usuelles

@ 5 §i0) J®
i
1 . —
Int - Axcsint 5
. £ -1
e ¢ 1
) . Arxctanf ; t2
* (ze R) ar® . *
sin ¢ cos ¢ e” (ae €) ae™
cos ¢ —sin¢
1
tant 5 =1+tan’t
cos* ¢ |

Opérations

; ,
i uY—uv
=

v v

¢) Caleul intéoral

Valeur moyenne de fsur [a, b} :

1 j L) dr

b—ada

4} Développements limités

r
(vou) =("oulu’
u ! 71'1 ’
(e ) =e"y
o
(Inu) = —, # & valeurs strictement positives
u

@) a-1_-
(u )=au u

Drtégration par parties :

[*ule) v 0 = )l - »j':u'(z) o) dr

f 1‘2 n t3 2‘5 th-.‘vI P
A B e N AE=1)) Sl f = et e (1) e 2 2P g (1)
12t n! 11 31 sl (2p+1)!
1 2 4 2p )
=]ttt (AL 476 ) cost= 1=t L (1) E 2P (1)
L+t 20 4t p)
2 3 n ;
EEY ":f,— ST =1y Lirme ) (+0)% =142+ oo l)t?' oot a((x»—l)---(a~zz+1}t,, +1" g(f)
2.3 n 1 2 n!
e} Eguations différentielles
Equations ~ Solutions sur un intervalle I
o) +b)x=0 Fle)= ke Y 61 G est une primitive de £ +> é—%
. a
ax +bx +ex =0 Sia>0, fi)=" +pe™ ... o ny et », sont les racines de [’équation caractéristique

Squation caractéristique -
at s brte=0

de discriminant A

Sid=0, f{r)= (At +p)e”

SiA<0, f{t)={Acos(B )+ psin{B1)e® ot 5, =@ +iff et r, =@ —if sont les racines

ol r est la racine double de I’équation caractéristique

complexes conjuguées de [’équation caractéristique.

Formulaire de mathématiques

-3 BTS du groupement A




3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T

développcment en série de Fourier :

Joo
s{t)=ag + 5‘ a, cos(nwt)+ b, sin{nwt)) Ecke“‘m (ne IN*, ke 7).
n=l —ca
1 rot? 3 pat+l 2 Y
w-t[Tras e =2 Qeteoar s b, =2 [ O smwnar
. -1 ib ;
ck=l[air_f(t)c_‘km'dt (ke Zy; co=dg 2 iy =c,; Cntln o, (e V).
T 2 2
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuel[e.y
1 L
HUOREE ()= -p—z- : se(z"ozz(z)):-;—';;f el
~a’~u(¢)) L Pen)U) = =2 LleosUl)=—E— .
pta p "+ @ prtow

Propriétes

o TN
- FO % Fp)

7z
flon) )~ a>0 _;_F(f:}
fle=7) Ut -7) Fp)e™F
F e ) Flp+a)
() oF ()= £(0%)
7O PPF(p)-p FO1)~ (0%
—1 f(1) () 7 (p)
f ) W) du )
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5. TRANSFORMATION EN Z

Signal causal Transformée en Z
#t -+ x(n) pourne IN z - (Zx)(z)
e(n)=1 (Ze)) =~
d(0) =1
Zd =1
{d(l’z) =0sinz0 ( )(Z)
r(my=n (Zr)z)y= G jl)l
1
oy n? (2e)) = ((, ‘:)3)
Ffy=a", ae R~ {0} Z)@) ===
y(n) = a"x(n), ae R {0} @)@ = (Zx)(—z)

¥y =x(n—np), (n~ ng)e W
ou (@) er= 2" (Zx)(2)
() = x(n - ny )e(n - ng)

p()=xln+1) (Zy)z) = 2l(Zx)(2) - x(0)]
y)y =x{n+2) (Zy)(z) =z° [(Zr)(z} —x(bjé x(Dz! ] §

(Zy)(z) =z [(Zx)(z)——x(m ~x(yz ™ = x(2)z ™ = x(ny — 1)z~ 00 'U]
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6. PROBABILITES

n!

a) Leibmomiale P(X =k)=Ckplgn* on Ct = i) s E(X)=np ; o(x)=1[npq
=k )
b) Loide Poisson
o PR 6,2 03 0,4 8,5 0,6

PX¥ =k)=2Z klﬂ 0 08187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488

. 1 0,1637 | 02322 | 0,268t | 83033 | 03293

E(X)=1 2 08,0164 | 0,0333 | 08,0536 | 0,0758 (| 0,0088

3 0,0011 | ©,0033 | 0,8072 | 8,126 | 0,0198

4 08,0008 | 0,0003 | 90,8007 | 06,0016 | 90,0030

V{X)=2a 5 o,0000 | opo01 | 0,0002 | 0,8004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

P A 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 3 19
0 8368 0.223 0.135 0.050 0.013 2,007 0.602 £.001 0.000 £.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.148 8.073 6.034 0.015 0.006 0.003 | 0.001 8,000
2 0.184 0.251 8,271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 2.011 0.605 £.002
3 0.061 0.126 .180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.652 0.629 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.690 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 5.619
5 0.003 0.014 8.036 0.101 8,155 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 £.056 0.104 0.146 0.161 0.149 8,122 £.851 0.063
7 0.000 0.001 8.003 0.022 0.060 £.104 0.138 0.149 0.140 0.117 £.090
8 8.600 0.061 0.068 0.030 0.065 0.103 0.138 8.140 0.132 0.113
9 ‘ ' 0.800 0.003 0.013 2.036 2.069 6101 0.124 0.132 | +0.125
18 £.001 0.005 £.618 0.041 2.071 0.089 8.119 9,125
1 9,008 2.062 £.608 6.923 8.045 0.072 0.897 0.114
iz 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
i3 0.060 0,001 $.005 0.014 0.030 0.050 0.973
14 8.000 0.002 0.007 9.817 0.032 0.052
13 2.001 8.003 0.009 0.1 0.035
15 £.006 0.001 2.005 0.021 0.922
17 0.001 4.002 0.006 0,013
18 0,000 0.001 0,803 0.007
19 0.600 0.001 0.004
® 0.001 0.002
2 0,000 0.001
12 0.000
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£} Loi pormaie

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f {x)

:—-l—e 2

Var

2

EXTRAITS DE LA TARLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE WAGR)

n(:)=P('1‘s:)=j;f(x)dx Q)
0 ¢
t 8,00 .01 4,02 0,83 0,04 0,05 0,86 3,87 0,08 0,09
0,6 0,500 & 0,504 0 0,508 40 6,512 08 0,516 0 0,519 % 0,523 9 0,5279 0,531 9 0,5355
9,1 4,539 8 0,543 8 80,5478 8,5517 0,555 7 8,559 6 83,5636 0,567 5 0,571 4 8,575 3
02 | 0573 | 05832 | 05871 | 05910 | 05948 | 08,5987 | 0,6026 | 0,6964 | 08,6103 | 0,6141
03 | 0,6179 | 06217 | 06255 | 0,6293 | 0,6331 | 06368 | 06406 | 0,6443 | 06,6480 | 0,6517
0,4 9,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 20,6879
0,5 0,691 5 0,655 ¢ 0,698 5 0,701 ¢ 0,785 4 0,708 & 0,7123 0,7157 0,719 9 8,722 4
06 | 07257 | 87200 | 07324 | 0357 | 07389 | 60,7422 | 07454 |-0.7486 | 07517 | 0,7549
0,7 0,758 0 8,761 1 0,764 2 80,7673 8,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 ,7823 6,785 2
0.8 0,788 1 8,791 9 8,793 9 0,786 7 0,799 3 6,302 3 0,805 1 0,807 8 0,810 6 06,8133
0.9 #8159 8,818 6 06,8212 0,823 8 0,825 4 0,828 9 90,8315 0,834 0 0,836 3 0,838 9
1,0 5,841 3 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 90,3554 02,3577 02,8599 0,862 1
1,1 0,864 3 88663 0,868 6 0,870 8 0,872 9 0,874 9 08778 0,872 0 0,881 9 0,883 0
1.2 | 08849 | 0,8869 | 08888 | 08907 | 08025 | 08944/ 08952 | 0,8980 | 08957 | 050615
13 | 09032 | 09049 | 09066 | 09082 | 4999 | 09115 | 99131 | 09147 | 09162 | $9177
1,4 0,91% 2 0,920 7 $,922 2 0,923 6 0,925 1 0,926 5 09279 - { 06,9292 0,930 6 0,931 9
1,5 | 09332 | 09345 | 09357 | 09378 | 09382 | 09384 | 09406 | 09418 | 09,9429 | 09441
1,6 | 09452 | 09463 | 05474 {( 09484 {-00405 | 09505 | 99515 | 09525 | 99535 | 89545 1§
1.7 | 89554 | 09564 | 09573 09582 | 09591 | 05599 | 05608 | 09616 | 90,9625 | 09633
18 1 09641 | 09649 | 09656 | 09664 | 09671 | 09678 | 09686 | 09693 | 09699 | 09766
1.9 0,9713 0,971 9 #9726 0,973 2 6,973 8 8,974 4 09753 0,975 6 9,576 1 0,976 7
2,0 06,9772 19779 0,978 3 09788 8,972 3 8,979 8 8,580 3 0,980 8 90,9812 68,8817
.1 0,982 1 0,982 6 0,983 80 6,983 4 89838 0,984 2 0,984 6 90,9850 0,985 4 6,985 7
22 | 098617] 09864 | 09868 | 09871 | 09875 | 09578 | 09881 | 59884 | 09887 | 09890
2,3 0,989 3 0,989 6 6,989 8 8,990 1 0,998 4 6,990 6 6,980 9 0,991 { 4,991 3 8,991 6
2.4 86,9918 0,992 9 4,9922 0,892 3 0,992 7 4,992 9 89931 0,593 2 3,993 4 0,993 6
25 | 069938 | 09940 | 09941 | 09943 | 09945 | 09946 | 09948 | 09949 | 09951 | 09952
2.6 04,9953 0,995 5 1,995 ¢ 0,995 7 0,995 9 0,996 ¢ 0,996 1 8,996 2 9,996 3 4,586 4
2,7 0,596 5 0,996 6 8,996 7 0,996 8 0,996 9 8,997 6 0,997 1 8,997 2 0,997 3 8,997 4
2,8 6,997 4 6,997 5 0,997 6 08,9977 0.997 7 0;997 8 3,997 & 0,997 9 $,958 0 0,998 1
2_,9 (3,995 1 9,968 2 0,598 2 v 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 3 0,998 5 8,998 6 0,995 6
TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE 1
t 3.0 3z 33 34 3.5 1.6 3,3 4,0 45
oG | 099865 | 099904 | 099931 | 099551 | 099966 | 099576 | 0,955841 | 0,995926 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : T1(~)=1-11{r)
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