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IDL d’une fonction en 0 : Développement Limité d’une fonction f au voisinage de 0)

1" méthode : la formule de Taylor Young :

Soit f une fonction réelle n + 1 fois dérivable (dérivable a ’ordre n + 1) sur un intervalle I de R tel que Oe I

On appelle DL d’ordre n € N de la fonction fen 0, la formule de Taylor Young (avec le reste de Young) :

f,(O)x+f(z)(0)x2+f(3)(0)x3+ ....... +wxn+xn£(x) avec lim €(x)=0
1 2! 31 n! 0

Vxel f(x)=f(0)+

LeDLen xpe I s’écrit :

£’ f ¢(n)
f(x):f(x0)+ (fo)(X—X0)+ Z‘XO)(X—XO)2+ 3 (x—x0)3+ ....... +ﬂ(x—x0)n+(x—x0)n£(x)
! ! n!

avec  lim 8(X)=0

X =X,
Ces 2 formules permettent de calculer les DL de beaucoup de fonctions....
Exemples

1. Sif(x)=eX comme f'(x)=c* et () (x)=¢X ona:f(0)=1(0)=£? (0)=e =1.

2
Dans un voisinage de Oon a : eX =1+%x+%x2 +X28(X) =1+x+x7+ xzs(x) (DL d’ordre 2 en 0)

2. Si f(x)=sin(x)comme f’(x)=cos(x) et f(z)(x)=—sin(x) et f(3)(x)=—cos(x)

ona:f(0)=sin(0)=0 et £'(0)=cos(0)=1 et £ (0)=-sin(0)=0 et £ (0)=—cos(0)=-1

_ 3
Dans un voisinage de 0 on a : sin(x) :0+%x+%x2 +3—}x3 +X38(X) = X—%+X38(X) (DL d’ordre 3)

3
3. ATTENTION : Le DL d’ordre 4 en 0 de la fonction sinus (fonction impaire) est : sin(x)=x —%+ x4£(x)

(méme partie réguliere que DL d’ordre 3)

2°™ _méthode : DL d’une primitive ou d’une dérivée :
Soit F une fonction primitive de la fonction f sur I (contenant 0)
Si la fonction fadmet un DL d’ordre n alors la fonction F admet un DL d’ordre n+1 eton a:

si f(x)=ag+a;x +ayx> +a3x> +......+a,x" +x" g(x)

4 4 3 an <0+l

alors F(x)=F(0)+agx +?x2 X Tt +x" e, (x) «intégration terme & terme »

:1—x+x2—x3+x4+x481(x)

Exemple : Le DL d’ordre 4 en 0 de 1
+ X

(lire attentivement les explications en ANNEXE 1 en page 3)

Comme Vx >-1 F(x)=In(1+x) est une primitive de f(x)= . L ur Pintervalle ]-1;1[ qui contient 0
+X

ON PEUT en déduire le DL d’ordre 5en 0 : In(1+x) = 1n(1+0)+x—%x2 +§x3 —%x4 +ix5 +x¢) (x)

c’estadire In(1+x)= X—%x2 +lx3 —ix4 +%x5 +x5£1 (x)

3

DL d’une fonction dérivée : Soit fune fonction qui admet un DL d’ordre n en 0
Si la fonction f est dérivable sur I (qui contient 0) et si la fonction dérivée f” admet un DL d’ordren—1 en 0

ona : Sif(x)=ag+ax+ayx® +azx> +....+a,x" +x"g(x)

Alors £(x)=a; +2ayx +3a3x> ++..ooo 02, X" +x" gy (X)) « dérivation terme a terme »
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3%me méthode : Les opérations sur les DL de type addition, multiplication, division, composition
Soit les fonctions fet g

On suppose que ces 2 fonctions ont chacune un DL d’ordre n en 0

Soit P le polyndme tel que f(x)=Pj(x)+x"¢| (x) (la partie réguliere de )

Soit Py le polyndme tel que g(x) =P (x) + xn82 (x) (la partie régulicre de g)
Ona:

L (f+g)(x)=(P+Py)(x)+x"e3(x)
P| + P est la partie réguliére du DL d’ordre n de la fonction f +g

2. (fxg)(x)= Troncate[(Pl XPZ)(X):I+ x"eq (x)

Troncate[(Pl xPy )(x)] est un opérateur qui « supprime » tous les mondmes de degré > n+1du polynéme P X Py

Exemple

Développement limité a 'ordre 3 de T

w2
=14+ +=—+=—+ re(x) avec lime(z) =10
+ Al'ordre 3, 0na | 2 b z—{
l—=l—r—r"'—rh—rhr2f_r) avec lim ex(z) =10
— & x—H
= ¢ 2 ]
£ 1 f r T AN .
+ donc =7 x =[l+r+—=—+=+z% (x| (1-z+2?— 2%+ 2iea(x))
1 1 5 - :
+x + 1 \ 2 G /
2_ % 2, 5, T _T 2 3
=l-z+r—-rr+r-—o 4+ +———+— +1'e(x)
2 2 G
2 ol
=1+ = — = +z¥e(z] avec limelz)=10
2 3 z—

g

3. (i](x) =(§1—2](x)+xn es(x) si g(x)#0

avec Q (X) = (PﬂJ (X) le polyndme de degré n obtenu par la division suivant les puissances croissantes de P par Py
2

Exemple : DL d’ordre 3 en O de la fonction tangente

3

X 3
sin x—?+x Sl(x) x3 3
tan(x)=(£j(x)= ; S de ()
1—%+X382(X)

4. Par compositionona: f(ax)=P (ax)+x" g4(x) pourtout ae R"

f(xp)=P1(xp)+anp g7 (x) pour tout pe N

Exemple
Développement limité a I'ordre T de sin{2x) :
™ z* '
ST =T — ==+ == — ==+ T (T :
+ =in £1{x) donc
al o 5 . _
D 7 2z) 2z )° 2z )’ T d 2 4, 4 . 8 - .
sinl 27 = 2 — P S — —J"Fz._3?|=_3"—§3"—l_.d""'_ql-“_“'f'l-.‘“'
i Ll i i i [ Ll
Développement limité a |'ordre G de T
+ T
1 . . :
+ l—=l—r—r2—rh—r:’r-_f_r) donc :
+z
! 1 R B ]
=1-—z24+7* — 28 + 2Pe(x)
14+ x2 ’
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ANNEXE 1:  Démontrer que le DL d’ordre n en O de la fonction définie par x — 1 est:
-X
1
1 =1+x+x2+x3+ ....... +xn+xn£(x)
-X
1l est facile de démontrer que pour n 21 : Vx #1 1—xn+1 :(l—x)(1+x+x2 +x3 +on +x"
. o o 1-x"1 2.3 n
A partir de cette égalité, on peut déduire que : VX #1 ———=1+X+X7+X" +....... +X
-X
n+l
c'est-a-dire Vx #1 X = 1+x+x2 +x3 R +x"
-x 1-x
o 1 2.3 n x"
c'est-a-dire Vx #1 =14+xX+x7+x" +..... +x +
1-x 1-x
Conclusion : Posons €(x)= on obtient . =14 X+ X2 4% 4ot xN +x"e(x) avee  lim g(x)=0
-X -X

x—0
ET par le changement de variable : x — —x on obtient le DL d’ordre nen 0 :

ﬁ: 1 (%) (%) (%)% et (%) (=) (%)) = 1= x 52 = o (=)™ x™ X" ()

ANNEXE 2 : Interprétation graphique
Prenons les différents DL de la fonction exponentielle en 0

DL d’ordre 0 ; eX = 1+£(x)

DL d’ordre 1 : e* =1+x+xe(x)

2
DL d’ordre 2 : eX = 1+X+X7+X28(X)

2 3
DL d’ordre 3 : e* :1+x+%+%+x3£(x)

Graphiquement, on obtient & différents ordres des approximations de la fonction exponentielle an voisinage
de ().
Plus I'ordre est élevée, meilleure est "approximation !




